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Capitulo 1

Introduccién y objetivos

Las propiedades de los materiales han jugado un muy importante papel
a lo largo de la historia de la humanidad y en la sociedad actual no ha dejado
de ser asi. Puede considerarse que uno de los saltos tecnolégicos méas impor-
tante de los ultimos tiempos ha sido la apariciéon de los ordenadores y, en
particular, la invencién del transistor y la comprensién de los semiconducto-
res. Ha sido el estudio y sintetizacién de estos materiales lo que ha permitido
que este tipo de tecnologia avance al ritmo actual. La experimentacién per-
mite inferir unas leyes generales que permiten crear modelos tedricos, que al
mismo tiempo, crean predicciones que guian la nueva experimentacién que
obtiene nuevos resultados. De este modo, se crea una retroalimentacién en-
tre ambos enfoques que permite un muy rapido avance del conocimiento. El
enfoque que se empleard aqui serd tedrico, y, mas concretamente, un enfoque
ab initio.

El objetivo de los métodos ab initio es la predicciéon de fenémenos fisicos
a partir de primeros principios. En el caso de materia condensada, el primer
principio necesario es la ecuacién de Schrdinger de las diferentes particulas
involucradas (nucleos y electrones).

El objetivo de una teoria es la predicciéon y comprensién de fenémenos
fisicos. Dado que la experimentacién directa es econémicamente costosa y en
muchas situaciones tecnicamente muy complicada, el estudio tedrico permite
postponer ese proceso hasta que se ha localizado el sistema deseado. Esto
permite buscar sistemas que posean unas ciertas propiedades sin tener que
recurrir a su sintetizacion y estudio desde el principio. Una vez el sistema
es localizado, el estudio experimental cuantificard la exactitud del resultado
tedrico.

Podria parecer que, conocida la ecuacién de Schrodinger, el problema es
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trivial ya que se reduce a resolver una serie de ecuaciones diferenciales. El
obstaculo que aparece, es que el problema es irresoluble analiticamente para
un sistema més complicado que un dtomo de hidrogéno. Incluso si se recurre
a la resolucion numérica de la ecuacién, el problema es computacionalmente
inabarcable para mas que unas pocas particulas. Por tanto es necesario una
formulacion alternativa que simplifique el problema de forma que la resolu-
ciéon numérica sea factible, que en nuestro caso sera la teoria del funcional
de la densidad (DFT).

En el caso presente, interesara el estudio de sistemas infinitos periédicos,
que es el modelo empleado para el estudio de los materiales con estructura
cristalina. En particular, el objetivo final sera la obtenciéon de un método
para calcular la presién asociada, o mas en general el tensor de estrés, a
una cierta estructura cristalina. Desarrollos andlogos al presente para otros
c6digos se han implementado y han dado resultados exitosos[9] [10]. En el
caso presente, el desarrollo se realizara en acuerdo con el formalismo en el
que se basa el c6digo ab initio PARSEC [1]. Para validar la correccién del
método, se empleara la implementacién para calcular la constante de red del
silicio.

La distribucién de contenidos es la siguiente. En primer lugar se presen-
tan las bases necesarias: los fundamentos de DFT que permiten reducir el
problema de obtener la funciéon de onda al de obtener la densidad electrénica
total, la absorcién de los efectos de los electrones de core en un pseudopoten-
cial, el calculo en sistemas infinitos aprovechando la simetria translacional,
el método computacional en el que se basa la implementacién y la regula-
rizacion de energia mediante la sumacion de Ewald. En segundo lugar se
presenta el desarrollo empleado para calcular el tensor de estrés a partir del
formalismo anterior. Por 1ltimo se presentan los resultados obtenidos para
la estructura del silicio.



Capitulo 2

Conceptos necesarios

2.1. El problema de muchos cuerpos

La formulacion es aparentemente inocente. Supongamos un conjunto de
nucleos y sus respectivos electrones distribuidos en una cierta region del
espacio. Suponiendo los nicleos particulas puntuales y que la interaccién
electromagnética es instantanea, la energia del sistema vendré dada a través
del operador hamiltoniano por

. 2 2 2 2

A 1 e Ze Z;7 e

H=2Le L PN ) et — + (2.1)
2me. 2mpy  4meg 7 =75 |R; — 7| |Ri — Ry

donde 7y p. son los operadores posicién y momento de los electrones, R
y pn los operadores posicién y momento de los nicleos y Z el nimero de
protones de cada ntucleo. Este operador actiia sobre el espacio vectorial de
las funciones de onda electrénicas y nucleares.

A continuacion, dado que los niicleos son mucho mas pesados que los elec-
trones, puede suponerse que estos ultimos actian unicamente como fuentes
de campo para los electrones y que no se ven influenciados por ellos, de modo
que instantaneamente se pueden considerar fijos en una posicién del espacio.
De este modo, el operador posicién de los niicleos pasard a ser un parametro
mas. De este modo, el hamiltoniano sera ahora un operador sobre el espacio
de las funciones de onda electrénicas. Esto se conoce como la aproximacion
de Born-Oppenheimer([3].

Por definicién la energia asociada a una cierta funcién de onda perte-
ciente al espacio de Hilbert sera
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(V|H|W)
de modo que la energia es un cierto funcional de la funcién de onda electréni-
ca.

Con el fin de encontrar los estados fisicos, podemos buscar aquellas fun-
ciones de onda tales que un incremento infinitesimal en el espacio de Hilbert
mantiene la energia invariante a primer orden; para ello podemos restrin-
girnos al subespacio de funciones de norma unidad. Empleando un multi-
plicador de lagrange (que anticipandonos al resultado definimos como E) el
problema variacional se convierte en

S = (U|H|¥) — E(U|T) (2.3)

Efectuando la derivada funcional llegamos a la conocida como ecuacion
de Schrodinger
H|V) = E|¥) (2.4)

Este procedimiento permite, al menos teéricamente, conocer todas las
propiedades fisicas de un sistema si se conoce su hamiltoniano, dado que la
Unica dificultad reside en calcular las autofunciones de ese operador. Pues-
to que, en general, no existirda solucién explicita en términos de funciones
elementales, la resolucion ha de realizarse numéricamente. Esto en principio
no deberia representar ningtin obstéaculo.

No obstante, para un sistema con N electrones la funcién de onda to-
tal serfa una funcién dependiente de 3N coordenadas espaciales (sin tener
en cuenta el espin) no factorizable en funciones independientes, es decir,
tendriamos que resolver una ecuacién diferencial de 3N variables. Evidente-
mente, en cuanto el nimero de electrones alcanza unas pocas decenas esto es
totalmente inabarcable. Por tanto, llegados a este punto, el objetivo es ob-
tener una reformulacién equivalente del problema en términos de un objeto
mas simple: la densidad eléctronica.

2.2. El teorema de Hohenberg-Kohn

En la busqueda de una formulacién equivalente del problema de la re-
solucion de la ecuacién de Schrodinger nos topamos con un resultado co-
nocido como el teorema de Hohemberg-Kohn[3]. El teorema establece que
existe una relacién uno a uno entre la densidad del estado fundamental de
un sistema de N electrones y el potencial externo al que estd sometido. Por
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tanto, la energia total del estado fundamental es un funcional de la densidad
electrénica. Como se verd a continuacion, el potencial externo serd el de los
nucleos actuando sobre los electrones.

La demostracién se basa en que existe una biyeccién entre el conjunto
de potenciales externos y el conjunto de densidades del estado fundamental.
Es decir, tan solo hemos de verificar que existe un funcional que a cada
potencial externo le asocie una densidad (y viceversa). Para ello se separa
el hamiltoniano del sistema en una parte externa (potencial entre nicleos y
electrones) e interna (interaccién entre electrones y su energia cinética)

H = Hint + Veat (25)

La existencia del funcional en una direccién es casi trivial. Para cada
potencial externo tenemos definido el hamiltoniano y por tanto la funcién de
onda del estado fundamental estd univocamente definida y por tanto también
la densidad . Si el estado fundamental estuviese degenerado tan solo seria
necesario introducir un término infinitesimal para romper la degeneracién.

Procedamos con la demostracion en la otra direccién. Supongamos dos
potenciales diferentes V7 y V5 y sus hamiltonianos asociados

Hy=Hpy +V1 Hy = Hipy + Vo (2.6)

Cada uno de estos hamiltonianos tendra una funcién de onda en el estado
fundamental ¥y, ¥y y con autovalores Fy, Fo. Queremos demostrar que las
densidades asociadas seran siempre diferentes. Para ello procederemos por
reduccién al absurdo suponiendo que ambas densidades son iguales. Dado
que los potenciales son diagonales en posiciones y teniendo en cuenta el
principio variacional

By < (Ua | Hy|Ws) = (Wl Hyng + Vi + Vo — Vol W) = By + /p(V1 )

(2.7)
Intercambiando los indices 1 y 2

Ey < Ey + /p(v2 —W)d*w (2.8)

sustituyendo una desigualdad en la otra se tiene

E1 < E1 (2.9)
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de modo que hemos llegado a un absurdo y las densidades asociadas a las dos
funciones de onda han de ser diferentes si los potenciales tienen funciones
de onda del estado fundamental diferentes.

Este resultado es un fuerte avance. Ya no es necesario trabajar con una
funcién de onda multielectrénica cuyos grados de libertad crecen a medida
que crece el sistema. El problema ha sido reducido a estudiar un objeto que
posee tres grados de libertad. El precio a pagar por este avance es por un
lado que el teorema no da la forma explicita del funcional y por el otro
que solo garantiza que se puede realizar unha formulacion en términos de la
densidad para el estado fundamental.

2.3. Las ecuaciones de Kohn-Sham

El siguiente paso es obtener una forma explicita para el funcional. Dado
que la energia del estado fundamental es un funcional de la densidad, pode-
mos suponer la existencia de un sistema cuya densidad es idéntica a la real,
pero cuya densidad se puede representar como un producto de funciones de
onda electronicas independendientes.

pla) = 3 Wi (@) ¥i(a) (2.10)

Podemos definir la dependencia funcional de la energia del siguiente mo-
do

H[p} = T[p] + Ehar [p] + Eion—e[p] + Ei(m—ion + Emc[p} (211)

Los primeros términos tendran una forma andloga a la formulacién dada
por la ecuaciéon de Schrodinger; no obstante la parte cinética no sera la
energia cinética fisica, ya que las funciones de onda empleadas son ficticias.
A continuacién veamos cada término.

Término cinético

Tendra la forma de una energia cinética usual. Seria un andlogo a la
energia cinética de los electrones, pero sin olvidar que estas funciones de
onda son ficticias.

5 o 21.2 o 272
T[p] = Z/\I/j(k)\l/i(k)i;id?’k_ —Z/\Ilf(f)hzz U, (2)d®7  (2.12)
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Término coulumbiano entre electrones

Es la interaccién que provoca el potencial de los electrones sobre ellos
mismos, denominada energia de Hartree.

Brarlpl = 5 [ VeeeWpoa®i = [ZO0M B o )

Término coulumbiano entre niucleos

Es la interaccién de los nucleos entre si mediante el potencial electrostati-
co. Esta interaccién si que puede considerarse real ya que el hamiltoniano
de los iones se factoriza desde el principio.

Eion—ion :/%on(f)pzon(f)d?)f (214)

Término coulumbiano ntcleo-electron

El término cruzado coulumbiano de interaccién entre electrones y el po-
tencial de los ntcleos. La interaccién entre el potencial de los electrones
con los nucleos dard la misma contribucién (es trivial verlo en el espacio
reciproco).

Eion—e :/‘/zon(f)p(f)dgf (215)

Término de intercambio y correlacion

Se define como el término necesario para que el funcional sea el correcto.
El problema de conocer la forma funcional del hamiltoniano se ha conver-
tido en el conocimiento de la forma de este término. Podria parecer que
nos encontramos en el mismo punto que al principio. No obstante, dado que
podriamos interpretar los otros términos como energias cinéticas y potencia-
les este término deberia contener la informacién energética correspondiente
a la antisimetria de la funcién de onda (intercambio) y la correlacién entre
los electrones. Asumiendo que estas contribuciones dependen localmente de
la densidad electrénica se tiene lo que se conoce como aproximacion de la
densidad local (LDA) [3], de este modo el término de intercambio y corre-
lacién toma la forma

By = / ee(p(E))p(@) & (2.16)
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Por tdltimo, para obtener la energia del estado fundamental empleamos
el método variacional, empleando derivadas funcionales, sobre el funcional
dado. Las variables problema variacional seran ¥;. Dado que hay grados de
libertad extra, pues el funcional depende unicamente de la densidad, se han
de emplear multiplicadores de Lagrange. El funcional a minimizar es

Sl = Hlpl - < [ Vila)w, (@) (2.17)
El problema variacional serd

08 =0 (2.18)
Ha de realizarse la derivada funcional teniendo en cuenta que

5 5 S, (%)

oW (Z) N dp(Z) () 5 (i) = 0;0(Z — ') (2.19)
definiendo
SlesclplENp@] _ (s o 20)
5[)(5/) xc .

Y tomando la base en la que ¢;; es diagonal se obtiene lo que se conocen
como ecuaciones de Kohn-Sham][3].

2
= QthVZ + Viar () + Vion (%) + Vie ()] Wi(7) = & Wi(7) (2.21)

2.4. Pseudopotenciales

En este punto se dispone de una formulacién para el estado fundamen-
tal en términos de funciones de onda (ficticias) independientes, tantas como
electrones. La norma de estas funciones de onda serd la densidad de carga.
Parte de esta densidad de carga se encontrard entre los &tomos y otra parte
se encontrara cercana los nucleos. Esta tltima estara controlada esencial-
mente por el campo de cada atomo, siendo independendiente de los atomos
que se encuentran en los alrededores. Suponiendo que las funciones de on-
da que daran la contribucién a esta carga interna (denominada core), serdn
independientes del resto de atomos, su forma no dependera del resto del sis-
tema. Representaran unos grados de libertad “congelados” y su unico efecto
serd modificar el resto de funciones que se extienden mas alla del propio
atomo. Por tanto, podemos eliminar estas funciones de onda del problema
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y reabsorber el efecto que producen en los electrones cercanos al core en un
término denominado pseudopotencial.

Por definicién, un pseudopotencial es el término necesario para que las
funciones electronicas de valencia tomen la forma correcta fuera del core.
En el caso de encontrarse en un medio, el pseudopotencial dard cuenta de
la interacciones de los electrones de core sobre los de valencia.

En el caso presente, se emplearan pseudopotenciales que conservan la
norma de la funcién de onda fuera del core [6] [7]. Este tipo de pseudo-
potenciales se obtienen parametrizando una pseudofuncién dentro del core,
pidiendo continuidad de varias derivadas en la frontera respecto a la fun-
cién de onda original y obteniendo el potencial que la crearia mediante la
ecuacion de Schrodinger. Las funciones de onda fuera del core son idénticas
al caso de no considerar pseudopotenciales (en el peor de los casos podrian
haber sido proporcionales).

Dado que la pseudofuncién depende de su momento angular asociado,
el potencial se acoplara de forma diferente a cada momento angular. Por
tanto, a la hora de calcular la actuacién del pseudopotencial sobre una fun-
cion de onda arbitraria serd necesario descomponer la funcién de onda en
sus proyecciones sobre las pseudofunciones, ya que es en estas en las Unicas
en las que se conoce la actuacién exacta del pseudopotencial. El efecto del
pseudopotencial en un punto dependera de la funcién de onda en todo el es-
pacio, ya que una proyeccion de funciones de onda involucra tal integracion.
Por esta razon, se dice que el pseudopotencial es no local.

La energia asociada a una cierta funciéon de onda serd la energia asocia-
da a cada una de las pseudofunciones multiplicada por el cuadrado de la
proyeccién de la funcién de onda sobre cada pseudofuncién. Se puede definir
una componente como local y definir el resto como las correcciones para
cada armonico

Epseu = /p(f)‘/loc(f>d3£+ Z Wm|Gi,lm‘2 (222)
ilm
Vi = [ i@V @717 (223)
1 notoc — — —
Gim = 7— / ul (B)V) ()0, (7)dP (2.24)
im

donde uy,, es la pseudofuncién para cada arménico, V; el potencial asociado a
la pseudofuncién (no depende de m ya que el hamiltoniano no depende tam-
poco), G 1m es la proyeccion de la funcién de onda sobre cada pseudofuncién
(correctamente normalizada) y Vj,, la energia asociada a la pseudofuncién
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Im. Esta elecciéon de forma para el operador proyeccion define la forma de
Kleimann y Bylander [14] para el pseudopotencial.

La forma en la que entraria en la ecuacion de Kohn-Sham seria como
su derivada respecto a ¥;. Nétese que este término es como un operador no
local sobre W.

5Epseu
e

= Viee @) Ui(@) + > GiamV," " (Z) 1 () (2.25)

Im

2.5. Potencial de intercambio y correlacion

El término restante del hamiltoniano es el que concentra la mayor parte
del problema de muchos cuerpos. Hasta ahora, el desarrollo hecho podria ser
andlogo para particulas con estadistica bosénica. Este término sera el que
lleve la informacién del principio de exclusién de Pauli (intercambio) y de
como unas particulas afectan a otras (correlacién).

En principio este potencial es desconocido, y el salto arriesgado en la
teoria es aventurar que forma podria tener el funcional. El caso mas sencillo
seria la forma del funcional para densidades homogéneas. En este caso el
funcional claramente tendria una dependencia local homogénea

Vaelpl(x) = f(p(z)) (2.26)

El caso de densidades inhomogéneas es més complicado. En principio no
hay nada que garantice que el potencial sea local. La forma més simple que
se podria esperar es un cierto desarrollo perturbativo en torno a la genera-
lizaciéon inhomogénea de la ecuacién anterior. El funcional més sencillo que
se podria usar seria el orden 0 de ese desarrollo, es decir, una generalizacion
inhomogenea de la férmula para el caso homogéneo. Esto se conoce como
aproximacién LDAI3].

La motivacién de emplear un potencial local para la energia de inter-
cambio y correlacién proviene de suponer que la tinica actuaciéon que hacen
los nicleos atémicos sobre el sistema es un pequena perturbaciéon al estado
de un gas homogéneo de electrones. De esta forma, siempre que la varia-
cion de la densidad sea suficientemente suave, el funcional asociado al nuevo
sistema serfa una generalizacién local de los resultados obtenidos para el
caso homogéneo. El problema se reduce a calcular la energia para un gas
de electrones homogéneo. Dado que tal problema no es resoluble explicita-
mente, serd necesario emplear parametrizaciones obtenidas de simulaciones
numéricas. En nuestro caso se empleara la parametrizacién de Cerperley y

Alder [13]
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2.6. Calculos en sistemas infinitos

En primer lugar, dado que se deasea obtener resultados para sistemas
infinitos, se ha de encontrar un método de reducir tal calculo al de un siste-
ma finito. Como es bien conocido, esto es posible aprovechando la simetria
translacional del hamiltoniano que permite reducir el problema de un sis-
tema infinito periédico a una coleccion de sistemas finitos con condiciones
periédicas de contorno.

Un sistema se dice periddico si permanece invariante bajo un cierto des-
plazamiento global definido por un vector a@. Dicho de otro modo, esto signi-
fica que el sistema se puede generar a partir de un cierto bloque (o bloques en
caso de que haya varias simetrias) simplemente desplazando la celda unidad
a través del vector d.

Recordando que el generador infinitesimal de desplazamientos es ]3, el
operador translacion toma la forma

Ty = eibd (2.27)
y debido a la hermiticidad de P se tiene que

T =T = TiT;=1 (2.28)

En lenguaje de operadores, la simetria de translacién significa que el
operador hamiltoniano en un punto del espacio es el mismo que en otro
separado una distancia a. Es decir, que el hamiltoniano en una base despla-
zada es igual que en la original y por tanto que el hamiltoniano conmuta
con el operador desplazamiento

H=TIHT; = [T;H]=0 (2.29)

Debido a la unitariedad de Ty, sus autovalores T5| W) = A\|¥) serdn fases
globales que, por conveniencia, escribiremos en términos de un cierto vector

k

il

1= (U|0) = (U|TIT0) = XA = A=¢kd (2.30)

—

en relacion con lo anterior, la densidad en los puntos £ y & 4+ @ también
serd la misma para el conjunto de autofunciones:

(0|7 + @)(F + G W) = (T (F| Ta) = X AW|2) ()W) = (9]7) (7] )
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Puesto que poseemos dos operadores que conmmutan, es posible elegir
una base de autofunciones en la que ambos operadores son diagonales. Da-
do que, como vimos, las autofunciones de T3 solo ganan una fase bajo un
desplazamiento por un vector de la red, para cada autovalor parametrizado
por k podemos efectuar un cambio de base de la forma

V() = ¢F () (2.32)

de forma que las nuevas autofunciones en lugar de ganar una fase serdn
periddicas bajo tal desplazamiento; por tanto el operador de cambio de base
sera

Ap = e T F) (7] (2.33)

En esta nueva base, el operador hamiltoniano dependerd paramétrica-
mente de k y tomara la forma

_Af
Hy= ALHA; (2.34)

donde ahora las autofunciones del problema seran periddicas bajo un des-
plazamiento a.
En general, el hamiltoniano de una particula en el que la parte potencial
es diagonal en el espacio de posiciones tendra la siguiente forma
P2
H=—+V() (2.35)

2m

la parte potencial permanece invariante bajo el cambio de base debido a ser
diagonal en el espacio de posiciones y por tanto conmutar con el operador

ALV AL = ATALY —
Ve=ALVA; = ALAY =V (2.36)

la transformacién del momento es directa teniendo en cuenta la relacién de
conmutacién y desarrollando en serie:

[P, X[ = —ihd;; = eFXPeihX = Pypk (2.37)

por tanto, el hamiltoniano asociado a cada autovalor k se obtiene simple-
mente reemplazando P por P+ hk (la generalizacién a muchas particulas
es inmediata).

De este modo, para cada autovalor del operador desplazmaiento 77 ten-
dremos un hamiltoniano diferente H;: que hemos de resolver para funciones
de onda periédicas. Por lo tanto, hemos conseguido reducir el calculo para
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un sistema infinito a una coleccién infinita de cédlculos para sistemas finitos
bajo condiciones de contorno periddicas.

El desarrollo anterior fue hecho en el caso de que exista una tnica si-
metria de translacion. La genereralizacién a varias simetrias es inmmedia-
ta. En nuestro caso tendremos tres simetrias de translacion, de forma que
tendremos tres operadores de translacién y por tanto su conjunto de auto-
valores dependerd de un conjunto {E} que tendrd tres grados de libertad.
Este conjunto vendra determinado por el conjunto de vectores que definen
las simetrias de la red, puesto que la relacién que hay entre ambos se pone
de manifiesto en las distintas fases que puede ganar la funciéon de onda bajo
un cierto desplazamiento. El conjunto de fases es un conjunto compacto y
para cada fase hay un conjunto discreto de k's que generan la misma fase

G.G=2nr = Fd=ik+G)a (2.38)

Los vectores G que cumplen la anterior relacién se denominan vectores
de la red reciproca. Debido a lo anterior, el conjunto de hamiltonianos que
se ha de considerar para obtener todo el espectro también es compacto y
solo serd necesario considerar un cierto conjunto de k’s.

Formalmente, el conjunto de vectores de traslaciéon que define las si-
metrias de la red definen la base de un espacio vectorial, de forma que existe
un espacio dual asociado a ese espacio vectorial que es donde se definen los
vectores k. El conjunto de puntos definido como sumas enteras de los vecto-
res de la base directa (reciproca) define la red directa (reciproca). Ya se dijo
que la red directa puede generarse como translaciones de una cierta celda
unidad; del mismo modo se puede hacer en el espacio reciproco, de forma
que los vectores de la base del espacio reciproco serdn aquellos que cumplan

Gi - G5 = 2mdjj (2.39)

Es inmediato ver que la anterior definiciéon define precisamente la base
que genera el conjunto de {é} que sumados a cualquier k dejan su fase
asociada invariante. Tenemos, por tanto, que solo serd necesario estudiar
los hamiltonianos en la celda unidad en lugar de todo el espacio de los G's.
Esta celda unidad es lo que se denomina zona de Brillouin. Por ltimo, cabe
destacar, que dado que ciertas propiedades fisicas dependen del conjunto de
autovalores de mas baja energia y puesto que para cada punto de la zona
de Brillouin tenemos una cierta coleccion de autovalores, es posible que los
menores autovalores se concentren en determinadas zonas de forma que las
propiedades del material dependan en tltima instancia de los hamiltonianos
en ciertas zonas particulares de la celda reciproca.



14 CAPITULO 2. CONCEPTOS NECESARIOS

Por otro lado, el tamano de la celda empleada para realizar el cédlculo
determinard el tamafnio de la zona de Brillouin, de forma que duplicar el
tamano de la primera reducird el tamano de la segunda a la mitad. Al
doblar el tamano de la celda también se doblard el nimero de atomos, de
forma que al mismo tiempo que se reduce el tamanio de la zona de Brillouin
la dimensién del hamiltoniano en cada punto k y por tanto la coleccion de
autovalores aumenta. De este modo, aumentar el tamano de la celda en el
espacio real es equivalente a tomar un muestreo mayor de puntos k.

Es posible que en la celda de simulaciéon tengamos muchos dtomos de un
mismo tipo (y por tanto un potencial creado por cada uno de ellos repetido
a lo largo del espacio). Supongamos un potencial total de la siguiente forma

Vi (Z) = Z V(Z - R;) (2.40)

la transformada de Fourier total

Vr(F) = V() Y e = v (E)S(F) (2.41)
i
El sumatorio es lo que se conoce como factor de estructura y relaciona
la transformada del potencial total con la transformada de los potenciales
individuales.

2.7. Aspectos computacionales

Dado que disponemos de un hamiltoniano que hemos de diagonalizar es
necesario escoger una base en la que obtener tales autovalores. El cédigo
empleado para la implementacién de los calculos que se mostraran poste-
riormente se basa en el formalismo empleado por el cédigo de simulacién ab
initio PARSECI1].

PARSEC esté especialmente adaptado para su uso en entornos paralelos,
con lo que es muy adecuado para el estudio de sistemas con muchos grados
de libertad. PARSEC representa el hamiltoniano en el espacio real, es decir
creando una red en la que se define el valor de la autofuncién en cada punto

7= (n,m,l)h (2.42)

de este modo la precision se mejora simplemente escogiendo un espaciado h
mas pequeno. Otros codigos existentes se basan en escoger una base explicita
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como pueden ser ondas planas o distribuciones gaussianas y calcular el ha-
miltoniano en tal base; en este sentido, la base que emplea PARSEC serfan
funciones de onda totalmente localizadas en un punto de la reticula creada.
La precision del calculo se mejora aumentando el tamano de la base, lo que
en este codigo corresponderia a tomar una reticula mas fina.

En el caso de los cddigos de ondas planas, los términos no locales del
pseudopotencial requieren un elevado ntiimero de arménicos para alcanzar la
convergencia debido a la naturaleza fuertemente localizada del pseudopoten-
cial. En contraposicion, la representacion en el espacio real de las funciones
de onda no encuentra limitacién a un comportamiento localizado, de for-
ma que este tipo de cdigos son ideales para trabajar con potenciales muy
localizados.

Los operadores diferenciales se representan mediante el método de dife-
rencias finitas (usualmente hasta orden 6)

0*v ,
el = Z Ci¥(x +ih,y, z) (2.43)
x x,Y,2 7

La diagonalizacién de matrices se realiza mediante ARPACK (o su ver-
sién paralela PARPACK). La ventaja de este método es que es facilmente
paralelizable de forma que el tiempo de cdlculo puede ser reducido emplean-
do varios procesadores. Los detalles del método pueden encontrarse en [16].

2.8. Regularizacion de energia: sumacion de Ewald

Debido a que los sistemas en los que se estard interesado son sistemas
infinitos, debido a la naturaleza de largo alcance de la interaccion electro-
magnética obtendremos resultados energéticos infinitos. El problema radica
en que aunque tengamos dos cargas totales infinitas de diferente signo cuya
suma es nula, el orden en el que se realiza la suma permite obtener cual-
quier resultado '. Matemdticamente se dice que la serie es condicionalmente
convergente; para resolver esto es necesario introducir un cierto factor que
haga la sucesién absolutamente convergente.

Dado que las divergencias son de tipo infrarrojo es necesario introducir
un cutoff en el potencial a largas distancias. El método que se empleard es
el conocido como sumacién de Ewald, que es especificamente potente para
sistemas periédicos [15]. Lo realmente ventajoso es que la energia se obtiene

!Consideremos una sucesién que vale -1 si el término es par y 1 si es impar, depen-
dendiendo de la forma que tengamos de sumarla el resultado podria ser cualquier nimero
entero
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como suma de dos términos, uno calculado en el espacio real y otro en el
reciproco, de modo que se calculan por separado las contribuciones de corto
y largo alcance haciendo el desarrollo convergente muy rapidamente.

Una eleccién natural seria modificar el potencial electrostdtico mediante
un pardmetro para provocar que la interacciéon sea de alcance finito y despues
efectuar el limite al potencial electrostatico. La prescripcién serd que para
cargas muy alejadas del origen el potencial se atente exponencialmente, es
decir, la contribucién serd distinta para cada esfera en torno al origen (nétese
que esto rompe homogeneidad espacial). Por esta razén esta prescripcion se
denomina de casquetes esféricos. El nuevo potencial sera de la forma

o 1
V(s, @) = / e p()d*F (2.44)
|7+
El término 1/(Z+%) se puede expresar como una transformada de Laplace

de variable p = (¥ + #)2. De ahora en adelante cada vez que obtengamos un
término absolutamente convergente se efectuard limgs_g

1 1 &0 _1 _t(—'_;'_—')Q
|_,Tz7T2 t 2e Y dt (245)
Ty 0
El potencial queda:
[o.¢]
V(s 7) = n4 / eI ()i /O Rt g (2.46)

Separando la segunda integral en los intervalos [0,7?] y [n?, oc] el poten-
cial toma la forma

2

= n . erfe(n|Z + 9
V(s @) = / eI ()l / ¢ b tEHI gy 4 o ST L G),
0 |Z + ]
(2.47)
Siendo erfc(z) = 2 [ et dt
La singularidad estd ahora aislada en el primer sumando. Podemos rea-
lizar esa integral en el espacio reciproco partiendo el intervalo en una zona

de menores k’s (que es donde estard la singularidad) y el resto.

772 1 tz =12 =12 3 o0 fnd ]. —ﬁ 3—'
/ t_Zdt/p(gj)e_ T+ sl g ":/ p*(k)@e w? d°k 4+ A(e, s,m)
0 €
(2.48)
Para obtener el anterior resultado se ha de emplear la isometria de la
transformada de Fourier
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72
[ ot itg= (0 [ (2.49)
y posteriormente dividir el intervalo en dos, realizar el lim, .o en la parte
no divergente y realizar la integral en ese intervalo (el resto serd lo que se
define como A(e, s,7)).

A(e, s,m) es la contribucién de los k’s més pequenos, de modo que hemos
encerrado la contribucién de los menores k’s en un tnico término.

Ahora, recordando que nuestra simulacién se realizara empleando con-
diciones de contorno periddicas en una supercelda, las integrales en k se
transforman en sumatorios en g, de modo que el dltimo término serd la
contribucién con g=0. Efectuando el cambio de variable u=t/(s+t) se tiene
para el dltimo término:

2
n
s S -
A(s,n) = % /on T emsulal® =3 gy (2.50)
desarrollando en torno a s=0
2
e i (2.51)
n°+s n
integrando y reteniendo los primeros términos:
2 2
A(s,n) = — — 2~ Z1#2 + O(s) (2.52)

El hecho clave es que este tltimo término es singular para s=0, pero
el coeficiente de esa singularidad no depende de nada maés, de modo que
lo tinico que tendriamos seria una constante infinita anadida a nuestro po-
tencial, que podemos ignorar teniendo en cuenta que puede ser reabsorbida
redefiniendo el hamiltoniano (o simplemente que la suma de singularidades
serd nula suponiendo neutralidad de carga). Es importante que esta constan-
te no dependa de, por ejemplo, las posiciones de los dtomos; de lo contrario
al derivarla podria dar una contribucién no nula y por lo tanto no podriamos
ignorarlo. El segundo término es simplemente una constante finita, asi que
podemos ignorarla. El tercer término serd una contribuciéon que tendremos
que considerar.

El potencial para una carga puntual bajo condiciones de contorno pe-
riédicas tendra la forma (eliminando la singularidad):
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Por ltimo, hay que tener en cuenta que al calcular la energia que produce
una carga sobre si misma obtendremos otra singularidad que deberemos
eliminar desarrollando en serie y desprendiéndonos del término singular

erfo(n|7]) _ 1 —277:%77|f] I} (254)

|z 7] w2

limz_0



Capitulo 3

Calculo del estrés

En este capitulo vamos a calcular el tensor de estrés asociado a un siste-
ma cuantico definido por el hamiltoniano expuesto anteriormente. El tensor
de estrés da idea del coste energético de deformar uniformemente un cier-
to sistema. Con uniformemente nos referimos a que los cambios que sufren
las coordenadas de las particulas vienen dados por un operador lineal. El
incremento de la energia frente a cualquier tipo de transformacién (infinite-
simal) definird el tensor de estrés. La traza del tensor de estrés definird una
magnitud invariante que resultara ser la presién.

Supongamos que tenemos un cierto sistema en el que incrementamos infi-
nitesismalmente la posicién de sus particulas a través de una transformacion
del tipo

xr; — (5@‘ + el-j):vj (3.1)
La energia del nuevo sistema sera de la forma
E(e) = Ey + €05 + 0(62) (3.2)

Definimos el tensor de estrés como precisamente o;;. Formalmente el
estrés se define como
0E(e)

Oij =
de acuerdo a la transformacion de coordenadas dada.

Como se vera a continuacién, algunos términos se calcularan en el espacio
real mientras que otros se calcularan en el espacio reciproco. La razén es que
ciertos términos son mas sencillos y su calculo es computacionalmente mas
eficiente en un cierto espacio.

19
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3.1. Algunas transformaciones y relaciones

En primer lugar se presentan ciertas idéntidades que seran ttiles para la
posterior derivacién. Cuando se omitan indices se sobreentiende operacién
matricial.

Transformacién de vectores reciprocos

Dado que los 4tomos se mueven de acuerdo a la transformacién los vec-
tores de red, sus posiciones se transformaran de la misma forma. Para con-
servar la ortogonalidad de los reciprocos respecto a los directos, los vectores
reciprocos han de transformarse con la transformacion inversa.

ki — ((51] — Gij)k'j (3.4)

Se puede comprobar que efectivamente esa es la transformacion inversa
a primer orden

(I+e)I—€)=I+e—e+0() =1+ 0() (3.5)

Determinante de la transformacién

El determinante de la transformacién serd una combinacién de produc-
tos de los diferentes elementos de la matriz. Los términos que contienen
infinitesimales de primer orden corresponderan al producto de los elementos
diagonales

det([ + 6) = (1 + 611)(1 + 622)(1 + 633) =14 €11+ €90 + €33 (3.6)
La derivada es ahora trivial

odet(I +¢)

o =0 (3.7)

Derivadas de posiciones y vectores reciprocos

De acuerdo a la definicién de la transformacion se tiene

|z 01Z]  xx;
— 9 — i 3.8
aeij Tity 861’]’ |l’| ( )
ok |k kik;
R o, AR Kk (3.9)

BGij (%U |]<;’
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Funciones de onda

Los electrones se moverdn a 2’ = (I + €)Z de modo que solo hay que
evaluar la funcién de onda en ese punto U(Z') = ¥((I + €)Z).

Sin embargo [ |¥((I + €)Z)*d*>x = det(I — ¢€), de modo que la transfor-
macién correcta para mantener la normalizacién es

" 1 "
. 1 .
W(E) - — 6)\1/((1 —OF) (3.11)

Densidad

Dado que es el cuadrado la funcién de onda, su transformacién es trivial

o) = e+ 09) (3.12)
p(F) — det(}_e)p«f — ) (3.13)

Calculo de la presion

La presién se define como la variacién de energia del sistema bajo una
dilatacion

oFE
P=—— 3.14
% (3.14)
Considerando la transformacién
Vol+nV = z— (1+g)xi (3.15)
la presion toma la forma
1 OF
P=——— 3.16
3V on (3.16)
o en términos del tensor de estrés
1 oF
= —— 3.17
3V Oeii ( )

La tdltima expresion es simplemente la traza del tensor, de forma que la
presion se puede escribir como

1
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3.2. Contribuciones al estrés

A continuacion se calcula la contribucién de cada una de los términos
de la energia, empleando unidades atomicas. Como se dijo anteriormente,
el proceso consiste en obtener el incremento a primer orden de la energia
cuando se considera la transformacién expuesta.

3.2.1. Término cinético

Ante una transformacién la energia cinética toma la forma

=3 [aatr s o - oR R dE sao)

- -

efectuando cambio de variable (I — )k — k
o NI+ K2 am
=3 :/ w, (R IEE +2€) F 7 (3.20)

derivando

/kk: W, (k)|2d®k (3.21)
8@]

La version periédica de la anterior expresiéon vendra dada por sustituir
la integral a un sumatorio a los arménicos de la red

(9T (€)
Zgzgﬂ‘ll (3.22)

La generalizacién a funciones de onda que no tengan un vector en la
zona de Brillouin K = 0 es directa, simplemente hay efectuar el cambio
k — k + K, de modo que la expresién general tomara la forma

0T (e)
Oeij

= "(gi + Ki)g; + K| V(@) (3.23)
ng

3.2.2. Término de Hartree

La energia de Hartree toma la forma tras la transformacién

/'pe |k2 [d t(1 + €))2d3k (3.24)
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Efectuando cambio de variable (I — e)k — k

N2
Fo_o(e) = 1/Wdet(1+e)d3k (3.25)
2J [(I+ ek
Derivando
OF_.(e) / |pe ()2 pe(B)? . | a7
aeij [ |l€’4 ) ‘k‘P J ( )

La anterior expresion se puede expresar en términos del potencial. Dado
que la contribucién al estrés viene de la carga de valencia y no la de core

(pe = po+ pc)

OBe—c(©) _ [ vy (By_Fiki o 51 5E
86ij - /pv(k) Vha?"(k)[ kg 5zy]d k (327)

Teniendo en cuenta que nuestro sistema es peridédico y eliminando el
término g = 0 (que serfa la contribucién de un background uniforme que ya
consideraremos en la contribucién de Ewald)

M = 05 Vhar (D655 — %ﬁjﬁ] (3.28)
G0

3.2.3. Término ion-electron

El desarrollo es totalmente anédlogo al caso anterior

-,

DBeion(€) _ /[W Pek)pion (k) 5 1 o

= k;k: + = 3.29
Oeij EE ! EE (329

que en version periddica, recuperando el potencial y eliminando el término
divergente (que de nuevo aparecera en la contribuacién de Ewald)

OF, 95
einl) S Vi@ @10 24 (3.30)

3.2.4. Término de Ewald

Andlogamente, la forma de la energia ion-ion seria la siguiente (en el
espacio reciproco)

1 * (7 7 7 1 ion E 2 o
Eion—ion - /Vzon(k>pi0n(k)d3k = 5 |p|]?:(‘2)|d3k (3'31)
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pero tenemos cargas puntuales (tomaremos Z=1)
pz’on(£> = Z 6(£ - 7_';) = pion Z ek "= _' (3.32)
i

de modo que tendriamos

zon ion — /‘S k (333)

que es una cantidad divergente. El caracter divergente viene dado por un
lado por la contribucion k=0 puesto que al igual que los otros términos
coulombianos, dicha contribucién es debido a tener una carga infinita. Sin
embargo, existe ahora también divergencia para k — 0o, que viene provoca-
da porque la energia asociada a una carga puntual es infinita.

Por esta razoén, en este caso hemos de emplear otro procedimiento que
evite las divergencias, que es la sumacion de Ewald presentada anteriormen-
te. Una vez regularizada, la energia ion-ion viene dada por dos términos,
uno de autointeraccion y otro entre atomos diferentes. En el primero hay
que reabsorber otra constante infinita como se habia indicado.

m,n#Em
erfc n]l] @ 2n
G= Z Z HQ "7 (335)
1£0 G40 2
erfe(n|ry, — Fm + 1 =
Fn,m — Z (_7:7’ n — m - ’ Z ’ ’2 7 Tn Tm) (336)
- |7 — T + 1] 70 19

Calcular el estrés es inmediato empleando regla de la cadena. Definiendo
paracadanml{-rn—rmyX—rn—rm—l—l

OEion—ion(€) _ OG(e) 2 OFym(e)
0€ij = aEij Z Zy + Z 861‘]‘ ZnZm (337)
n m,n#Em
oG(e) -
aﬁij = sz + Szy (338)

fe(n|l P g0
Rij = —Z(w +777T_%e = )7_,] (3.39)
%0
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1 a2 L.
Sz] = — Z T4€ an? (1 + 472|g|2)glg] (340)
pordt] U
oF, €
g’:ﬁ() =T;; + U (3.41)
ij
erfe(nx)) | e X
Tj=—> (—royt +0m 2 ———)xiX; (3.42)
= X X|
1 _lal g
U = _Zwe an? e (1+flg! )9igj (3.43)
970

3.2.5. Término pseudopotencial local

La contribuciéon del pseudopotencial local a la energia en el espacio
reciproco y para cada tipo de dtomo es

Eloc = Z S loc a (g) (344)

Bajo una transformacién tanto la densidad de carga como el factor de
estructura varfan (ya que las posiciones de los dtomos se expanden)

Eioe = Z S 1 - 5 Viee a( )det(l + E)pe((I - 6)§)d3 (3'45)

cambio de variable (1 —€)§ — g

Bloe = ZS Vioe,a((I + €)7)pe(d) (3.46)

finalmente derivando

O0E,c loca )gzg] —
Ty~ 25D e (347

ﬂ

3.2.6. Término pseudopotencial no local

Ante una transformacién la energia no local toma la forma (Vj,;, no de-
pende de las funciones de onda, solo de las pseudofunciones)

noloc - Z Wm|Gn lm (348)

nlm
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derivando

Eno oc n m

o¢;
ij nim 7']

G m(€) = vllm / u;‘m(az’)w(”(”“)( DU, ((I + €)Z)\/det(I — e)d>T  (3.50)

(noloc) ( —

Las partes radial y angular del producto u;,, (Z)V, Z) son separables

de modo que definimos
Win(|Z])Yim (21, 22, 23) = Ulm(f)‘/}(mloc) (7) (3.51)

siendo Y}, los armoénicos esfericos
Cambiando de variable

Giim(€) W /W I—e)Z|)Yim((I—e) Z)y/det(I + ¢€) 3z (3.52)

definiendo para cada I,m

Sy dVVlmﬂfD T alem
finalmente derivando
8Gn m m Ym 3 -
9Gnim(e) _ / R 250, 4 Wi (00 25+ 0 ) + 2mi¥ml 51 g3
Oeij || 2
(3.54)

3.2.7. Término de intercambio y correlacion

La energia de intercambio y correlaciéon bajo una transformacion tiene
la forma

E.c= /ezc((det(l — €)pe((1 + €)@))det(I — €)pe((I + €)T)d*F  (3.55)

Cambiando de variable vemos que la 1inica dependencia estd en €.

Bro= [ uel(det(l = Opu(@)p (@)’ (3.56)
empleando la regla de la cadena

8E:):c o 6Exc _, a((det(I — E)pe(f)) 3
8€ij B / 5pe (m) 861’]’ pe(‘r)d €z (357)
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sabiendo que

5Exc 6€xc — i — —
— T)pe(Z) + €4e(X) = Vie(T 3.58
o = T EPlE) + xcl®) = Viel® (359)
tenemos OE
o 5y / leael(T) — Vao(@)]pe(2)d3F (3.59)
61]

No obstante, en el calculo anterior hemos considerado que toda la carga
sufre transformacién, hecho que solo es cierto para la de valencia, de modo
que hemos de sustraer la cantidad correspondiente a la dilatacion del core
(correccién de core [17]). Este término es més sencillo en el espacio recipro-
co donde podemos factorizar el factor de estructura y realizar la derivada
respecto al médulo del vector reciproco para atomos de tipo n

5(€xcp) s apc n a|g| 8PC n( ) 9) 9i9;
Ocec = S ch |
o PO by = 2 NG

(3.60)

n?.q
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Capitulo 4

Test de la implementacion

4.1. Objetivo: constante de red del Si

Con el fin de probar la correcién del método se implementaron los calcu-
los anteriores en una version preliminar del cédigo ab initio PARSEC. Dicha
version permitia inicamente el calculo para k=0 (el punto I' de la zona
de Brillouin). Para solventar la anterior limitacién, se seleccioné una celda
unidad de tamano mayor al minimo con el fin de que la precision del calculo
sea adecuada aun cuando la zona de Brillouin sea integrada solo al punto I'.

El calculo que se presenta a continuacion tiene como objetivo la deter-
minacion de la constante de red del silicio a temperatura 0 y presién nula,
sabiendo de antemano que tendrd una estructura cristalina tipo diamante.
A presion ambiente, debido al elevado médulo de Young del Si, la constante
seria practicamente la misma.

El célculo se realiza por dos métodos. El primero de ellos, implementado
originalmente y testeado, consiste en minimizar la energia por atomo, de for-
ma que la constante de red serd aquella que minimice la energia. El segundo,
que es el objetivo de todo este trabajo, es calculando la presién asociada a
cada configuracién. Aquella constante de red que dé una presién nula sera la
buscada ya que a distancias mayores el sistema tenderia a comprimirse y a
menores a expandirse. Se compararan los resultados de los dos métodos con
el valor experimental [2].

Para diversas constantes de red, se cre$ una supercelda compuesta por 8
réplicas de celda de silicio (2 réplicas en cada dimensién espacial) teniendo
un total de 64 dtomos (8 por celda debido a su estructura de diamante).
Obtenidos los resultados para esos valores, por interpolacién se obtienen los
resultados para el resto de puntos en ese intervalo.
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e = S - 5
aa O a8 . S
ap -0 e -

(a) Celda unidad (b) Celda de la simulacién

Figura 4.1: Iméagenes de la celda unidad para el silicio, y de la celda total
empleada en la simulacién. Las coordenadas se muestran normalizadas a la
constante de red.

El funcionamiento del programa es el siguiente. Se realiza un calculo au-
toconsistente de las funciones de onda a través del hamiltoniano presentado
anteriormente hasta llegar a la convergencia. Terminado el bucle y dispo-
niendo de las funciones de onda se procede a calcular mediante las férmulas
expuestas las diversas contribuciones al estrés. Una ventaja de la imple-
mentacion del calculo del estrés, es que, debido a que el calculo se realiza
con las funciones de onda finales, no se crea ningiin retardo en la etapa de
autoconsistencia, que es la que méas tiempo consume.

4.2. Constante de red segin la energia

En primer lugar se presentan los resultados obtenidos para la constante
de red mediante minimizacién de la energia por atomo. Este calculo estaba
originalmente implementado en el programa.

Una vez obtenidos los resultados para las energias en las diferentes si-
mulaciones (tabla 4.1), mediante interpolacién polinémica se obtienen para
valores en todo el intervalo (Fig 4.2). El minimo de la energd se obtiene de-
rivando discretamente la curva y reteniendo el valor para el que la derivada
es minima. El valor obtenido para la constante de red es:

ap = 5.437 A

que es coherente con el valor experimental ae.p=5.431 A
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Constante de red (A) | Energia por dtomo (eV)
5.080127 -107.65959504
5.133045 -107.74648267
5.185963 -107.81609422
5.238881 -107.86690883
5.291799 -107.90400073
5.344717 -107.92840570
5.397635 -107.94132856
5.450553 -107.94387056
5.503471 -107.93716711
5.556389 -107.92560528
5.609307 -107.90077551
5.662225 -107.86860973
5.715143 -107.82989210
5.768061 -107.78544621

Cuadro 4.1: Energia por atomo obtenidas para diferentes constantes de red.

-107.65 -107.65

-107.7 < 107.7
-107.75 + -107.75
-107.8 -107.8

-107.85 -107.85

Energla por tomo (|
+
Energla por tomo (|

-107.9 + + -107.8

+ +
4+ -107.95

5 51 52 53 54 55 56 57 58 5 51 52 53 54 55 56 57 58

-107.95

constante de red (A) constante de red (&)
(a) Energfas obtenidas (b) Energfas interpoladas
Figura 4.2: Resultados obtenidos para la energia por &tomo para las distintas

simulaciones realizadas. La figura (b) es la interpolacién de los resultados
obtenidos (3000 puntos).
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4.3. Constante de red segun la presion

A continuacién presentamos los resultados obtenidos para el estrés en
esas mismas simulaciones (tabla 4.2). El comportamiento de la presién con
la constante de red serd el siguiente: para constantes pequenas el sistema
tenderd a expandirse y por tanto tendrad presién positiva, para constantes
grandes el sistema tenderd a contraerse y por tanto la presion sera negativa.

Constante de red (A) | Presién (GPa)
5.080127 29.8049
5.133045 23.6831
5.185963 18.2311
0.238881 12.6914
5.291799 8.58892
5.344717 5.00270
5.397635 1.86725
5.450553 -0.84367
5.503471 -3.17239
5.556389 -5.68510
5.609307 -7.55183
5.662225 -9.16205
0.715143 -10.5182
5.768061 -11.6438

Cuadro 4.2: Presiones para el sistema segin la constante de red empleada
en la simulacion.

En la Fig 4.3 se muestran las diferentes contribuciones a la presiéon. Una
vez obtenidos los resultados de las simulaciones para la presién, el siguiente
paso es efectuar una interpolacién sobre los puntos obtenidos para obtener
una curva que posteriormente se empleara para obtener la constante de red
a presion nula.

La constante de red obtenida para presion nula es:

ap = 5.433 A

que es coherente con el valor experimental aeqp = 5,4314

Por 1ltimo, es interesante comparar el resultado obtenido para la curva
de presién en funcién de la constante de red calculada explicitamente, con
la derivacién obtenida a partir de la curva de energia por atomo en funcion
de la constante de red.
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La presién sera en términos de la curva de energias:

po_9F__LOE (4.1)
ov 3a2 Oa

La derivada anterior se realiza mediante diferencias finitas de los puntos
obtenidos mediante interpolacién. Como se observa en la Fig 4.4, las curvas
en el interior del intervalo estdn en razonable acuerdo. No se representa la
derivada en los bordes del intervalo ya que en esos puntos la interpolacion y
por tanto también su derivacion es arriesgada. Aparte de lo anterior, existe
una pequena diferencia en un pequeno intervalo debido probablemente a
alguna inestabilidad numérica en alguno de los puntos simulados cercanos o

al algoritmo de interpolacién empleado.
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Constante de red (A) Constante de red (A)
(¢) Contribucién del término de sumacién(d) Contribucién del potencial de

de Ewald

exchange-correlation

Figura 4.3: Traza de las distintas contribuciones del tensor de estrés. Por
un lado la contribucién de la aproximaciéon de un cuerpo seria la suma de
Ewald, local y cinética que daria un resultado global repulsivo ya que la
presion asociada seria esencialmente la del confinamiento cudntico. Por otro
lado la parte no local y exchange-correlation da cuenta de la interaccion entre
electrones por el principio de exclusién (tanto del core como de valencia).
Estas tltimas contribuciones son menos importantes pero son las que en
ultima instancia hacen que la presién pueda llegar a cambiar de signo. No
obstante, el anterior argumento no debe llevarse demasiado lejos ya que en
primer lugar el sistema que estamos resolviendo es ficticio y en segundo el
pseudopotencial contiene todas las contribuciones efectivas de los electrones
de core, de modo que la parte local también dara contribuaciones de muchos
cuerpos.
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-
25 +

Presién (GPa)
=
[=)

Canstante de red (4A)

(a) Presiones obtenidas

Presidn (GPa)

&

-10

51 52 53 5.4 55 5.6 57

Constante de red (&)

Presién (GPa)
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Constante de red (A)

(b) Presiones interpoladas

5 51 52 53 54 55 56 57 58

Constante de red (A)

(¢) Curva obtenida mediante derivacién(d) Comparacién de la presién interpola-

de la interpolacién de energias

da y la derivacién de las energias

Figura 4.4: Resultados obtenidos para la presion en las simulaciones reali-
zadas P = 51, Troy; (fig (a)). La fig (b) es la curva obtenida interpolando los
puntos anteriores, de forma que la constante de red se obtendra buscando
el punto en el que la presién es nula. Recordemos que la presién ambiental
es 0.0001 GPa, que dados los valores de la grafica es practicamente nula.
La fig (c) es la curva obtenida para la derivacién de la curva obtenida para
energias de acuerdo a la férmula expuesta anteriormente; la figura (d) es la
comparacién entre ambas curvas obtenidas.
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Capitulo 5

Conclusion

El objetivo de este trabajo era obtener las fémulas analiticas para céalcu-
lar el tensor de estrés, y més en particular, la presién asociada a un sistema
cuantico, asi como su implementacién en un cédigo siguiendo el formalismo
empleado en el cédigo ab initio PARSEC.

En el desarrollo se ha presentado un formalismo adaptado a una cierta
formulaciéon del problema variacional basado en las ecuaciones de Kohn-
Sham. El calculo toma provecho del diferente comportamiento de los térmi-
nos del hamiltoniano, de forma que parte de los términos se calculan en
espacio real y parte en reciproco dependiendo de su comportamiento.

Con el codigo implementado se realizaron simulaciones para determinar
la constante del Si en equilibrio. El resultado obtenido a través del calcu-
lo de la presién fue una constante de red de ap=5.433 A. Por otro lado,
el resultado obtenido mediante la minimizacién de la energia fue ag=>5.437
A. El valor experimental es Oerp=5.431 A. Como se observa, los resultados
tedricos se encuentran en fantastico acuerdo entre si y con el valor experi-
mental. Esto permite afirmar que el desarrollo ha dado un resultado muy
satisfactorio.

En términos de busqueda de constantes de red, la implementacién del
calculo de la presién tiene una clara ventaja. Al estar la constante de red
determinada por el punto en el que la presién es nula, ya una primera si-
mulacion de un sistema da idea de si la constante de red es mayor o menor
que el valor empleado en funcién del signo obtenido para la presién. Por el
contrario, con la minimizacion de la energia seria necesario al menos tomar
dos puntos.

Por 1dltimo, se ha de notar que la implementacién y métodos realizados
constituyen el primer paso para la adaptacion a PARSEC. De este modo, se
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podrian realizar célculos sobre mayores sistemas aprovechando las mejoras
computacionales de PARSEC. Este formalismo permitiria realizar simulacio-
nes ab initio en la colectividad térmico-isobéarica. Ademds, se podria realizar
un desarrollo analogo para obtener la variacion de la presién con el volu-
men. El especial interés de ese cdlculo es que permitiria acceder a ciertas
propiedades mecanicas de materiales monocristalinos tales como el médulo
de Young.
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